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Polinomios de Kac

• Por cada n ∈ N sea

Pn(z) =
n∑

k=0

ξkz
k , z ∈ C

con (ξk)k≥0 una sucesión de copias independientes de una variable ξ con

Eξ = 0, E|ξ|2 = 1. ξ puede tomar valores reales o complejos – aqúı

enfocaremos en el caso real.

• Suponemos también que ξ es sub-Gaussiana: es decir, Eec|ξ|
2

<∞ por

alguna c > 0.

• Los casos más estudadios son ξ Gaussiano real o Rademacher (±1).
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Preguntas motivadoras

Algunas preguntas:

1. ¿Cuál es el orden de magnitud y distribución asintótica (a escala

apropiada) del máximo / ḿınimo global de |Pn(z)| sobre z ∈ S1?

2. ¿Cómo se distribuyen los otros valores cŕıticos de |Pn(z)| a la escala del

máximo / ḿınimo global, y qué tal los puntos cŕıticos? ¿Son separados e

independientes o vienen en grupos?

3. ¿Cuál es el orden de magnitud y distribución asintótica de la distancia

desde S1 a la ráız de Pn más cercana? ¿Y los otros ceros muy cercanos al

ćırculo están cercas o lejos?

Se puede considerar valores extremos de otras funciones anaĺıticas aleatorias en

entornos de otras curvas lisas Γ ⊂ C in vez del ćırculo unitario.
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Historia de polinomios de Kac: ráıces reales

• Desde el principio la mayoŕıa de obras se han enfocado en el

comportamiento de Pn en otra curva, la ĺınea real, y en particular en

determinar el número de ráıces reales Nn(R).

• Bloch y Pólya 1932: ξ ∈ {−1, 0,+1}, modelo para series de Dirichlet de

sucesiónes pseudoaleatorias (śımbolos Legendre, funciones Liouville /

Möbius, . . . ).

• Littlewood y Offord 1940s: ξ Rademacher.

• Kac 40s: Caso Gaussiano, Nn(R) ∼ 2
π

log n. Fórmula Kac–Rice.

• Distribuciones más generales: Erdős–Offord ’56, Ibragimov,

Ibragimov–Maslova ’70s.

• Universalidad de funciones de correlación: Tao–Vu ’13. Permite por

ejemplo determinar para el caso Rademacher los momentos de Nn(J) por

cualquier intervalo J ⊂ R.
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Ráıces complejas de Pn(z) =
∑n

k=0 ξkz
k

La mayoŕıa de ráızes de un

polinomio de Kac se van a quedar

muy cerca del ćırculo unitario.

Peres y Virag ’05: En el caso

Gaussiano complejo, el proceso

puntual de ráıces en un disco de

radio 1− ε por cualquier ε > 0 fija

converge a un proceso puntual

determinantal.

En Shepp y Vanderbei ’95, derivaron la intensidad asintótica del proceso

puntual en el caso de que ξ ∼ NR(0, 1). De eso dedujeron la proporción de

raizes a distancia < x/n del ćırculo por cada x > 0.

También hicieron una conjetura sobre el proceso en R de los módulos de los

ráıces de distancia O(1/n2) del ćırculo, que apenas fue resuelta en el año

pasado.
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Ráıces complejas de Pn(z) =
∑n

k=0 ξkz
k

Teorema (Michelen–Sahasrabudhe ’20)

Supongamos que ξ ∼ NR(0, 1), y sea {ζj}nj=1 las ráıces de Pn. Entonces el

proceso puntual
∑

j δn2(|ζj |−1) sobre R converge a un proceso Poisson de

intensidad 1/12.

Un corolario es que Dn = minj{n2||ζj | − 1|} ⇒ Exp(1/6). Utilizando métodos

de comparación desarrollados en C.–Nguyen ’20, extendimos esto al caso

sub-Gaussiano general:

Teorema (C.–Nguyen–Yakir–Zeitouni ’21)

Con ξ sub-Gaussiana, tenemos que Dn ⇒ Exp(1/6).

Nuestros argumentos también pueden generalizar el resultado de MS20 sobre el

proceso puntual.

Por qué escala 1/n2, y por qué Poisson?
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El módulo ḿınimo

• Restringido al ćırculo, es natural parametrizar por el ángulo:

pn(t) :=
1√
n + 1

Pn(e it) =
1√
n + 1

n∑
k=0

ξke
ikt , t ∈ [0, 2π]

donde dividimos por
√
n + 1 para que por cada t fija, pn(t) es t́ıpicamente

de orden 1.

• Denotamos por Mn := mint∈[0,2π] |pn(t)| el módulo ḿınimo.

• Resultados:

∗ Littlewood conj: Mn = o(1) con probabilidad 1 − o(1).

∗ Kashin ’87: P(Mn > (log n)−1/3) = o(1).

∗ Konyagin ’94: P(Mn > n−1+ε) = o(1) por cada ε > 0 fija.

∗ Konyagin–Schlag ’99: P(Mn < ε/n) . ε + o(1).

• Los últimos dos resultados sugieren que tal vez nMn converge in

distribución a una variable con densidad acotada.
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El módulo ḿınimo

Denotamos por PN (0,1) una medida de probabilidad bajo la cual los coeficientes

ξk son variables iid Gaussianas reales.

Teorema (Yakir–Zeitouni ’20)

Por cada x > 0 fija, PN (0,1)(Mn > x/n)→ exp(−
√

π
3
x).

Teorema (C.–Nguyen ’20)

Si ξ es sub-Gaussiana y estandardizada, entonces por cada x > 0 fija,

P(Mn > x/n)− PN (0,1)(Mn > x/n)→ 0 .

Juntos, estos resultados dicen que nMn ⇒ Exp(
√

π
3

) por cualquier ξ

sub-Gaussiana.
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Al otro extremo: el módulo máximo para polinomios caracteŕısticos

• Sea Un una matriz n × n aleatoria tomada de la medida Haar en el grupo

unitario, y denotemos su polinomio caracteŕıstico

χn(t) = det(e2πit In − Un) , t ∈ [0, 1] .

• Motivación de la teoŕıa de números: much́ısmima evidencia numérica

indica que por n grande, χn es muy similar, en varios sentidos, a la función

zeta en un intervalo desplazado aleatoriamente en el eje cŕıtico, o sea:

ψn(t) = ζ(
1

2
+ i(U + t)) , t ∈ [0, 1]

donde U es una variable uniforme en [en, 2en], con n→∞.

• La similitud entre sus procesos puntuales de ceros (a escala 1/n) es bien

conocida (Montgomery–Dyson ’60s). Pero más recientamente ha sido

apreciado que las similitudes extiended a los extremos.

• Resulta que (log |χn(t)|)t∈[0,1] y (log |ψn(t)|)t∈[0,1] son campos con

correlaciones logaŕıtmicas (aproximadamente, cuando n sea grande).
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Al otro extremo: el módulo máximo para polinomios caracteŕısticos

Comparaciones entre argumentos para el máximo/ḿınimo de polinomios

aleatorios:

Máximo de |χn(t)|

Todo depende de PGDs y

concentración de medida

Método de primer y segundo

momento (modificado à la Bramson)

La medida Haar tiene muchas

simetŕıas útiles.

Reemplazando Un con una matriz de

permutación uniforme, la distribución

de χn(t) depende de propiedades

aritméticas de t (C.–Zeitouni ’18).

Ḿınimo de |pn(t)|

Todo depende de TLCs locales y

anti-concentración de medida

Comparación de todos los momentos

En el caso Gaussiano hay simetŕıas

útiles.

Con ξ Rademacher en vez de

Gaussiana, la distribución de pn(t)

depende de propiedades aritméticas de

t.
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Ideas de las pruebas (módulo ḿınimo)

1. Usar discretación y linearización local para obtener un proceso puntual

sobre R de aproximaciones para los valores cŕıticos de |pn(t)|, que solo

depende en pn(t) y ṗn(t) con t en un conjunto finito {tα}.

2. Probar que el proceso converge a un proceso de Poisson en el caso

Gaussiano (Yakir y Zeitouni).

3. Expresar los momentos del número de valores cŕıticos en un rango [a, b] en

términos de eventos de que el vector aleatorio(
pn(tα1 ), . . . , pn(tαm ), ṗn(tα1 ), . . . , ṗn(tαm )

)
,

caiga en cierto dominio compacto.

4. Probar un TLC cuantitativo para tal vector.
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Ideas de las pruebas (módulo ḿınimo) I: Linearización local

Recordemos que pn(t) = 1√
n+1

Pn(e it) y Mn = mint∈[0,2π] |pn(t)|.

Para demostrar que Mn ∼ Exp(
√
π/3), la idea es demostrar que el proceso

puntual de valores cŕıticos de |pn(t)| a escala 1/n converge a un proceso

Poisson en R.

El primer paso es pasar al ḿınimo sobre una red de N puntos. Sea N = bn2−εc
y dividimos [0, 2π] en N intervalos Iα con puntos medios tα.

Konyagin–Schlag: después de demostrar que Mn ≈ minα |pn(tα)|, aplicaron la

cota de union.
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Ideas de las pruebas (módulo ḿınimo) I: Linearización local
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II: Cómo demostrar que el proceso puntual es Poisson (caso Gaussiano)

Yakir y Zeitouni usan un argumento de Biskup y Louidor en su trabajo sobre el

proceso de extremos locales del campo libre Gaussiano discreto (DGFF)

Un ingrediente clave es el siguiente resultado de Liggett:

Teorema (Liggett)

Dado µ =
∑

j δQj un processo puntual en Rd , suponga que Gj ∼ N(0, Id) son

vectores Gausianos iid e independentes de µ. Si ν =
∑

j δQj+Gj

d
= µ, entonces

µ es un proceso puntual Poisson con intensidad constante.

Donde encontramos patadas Gaussianas?

En el caso Gaussiano, si p′n es una

copia independiente de pn, entonces pn
d
= p̃n :=

√
1− 1

n2 pn + 1
n
p′n.

Ahora podemos formar el processo puntual µ̃ de extremos locales aproximados

para p̃n exactamente como hicimos para pn.

Pero también podemos considerar los puntos de µ̃ como perturbaciones de los

de µ, bajo “patadas” Gaussianas dados por el campo 1
n
p′n. Es mas, se puede

demostrar que con alta probabilidad, los minimos locales ocurren a tiempos

suficientamente separados que las patadas son casi independientes.
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III: Caso general: comparación de momentos

Sean [a, b] ⊂ R un intervalo fijo y m ∈ N. Desarrollamos el momento

E[µ([a, b])m] =
N∑

α1,...,αm=1

P(Qα1 ∈ [a, b], . . . ,Qαm ∈ [a, b]).

Ahora queremos demostrar que las probabilidades en la suma no dependen,

asintóticamente, en la distribución de ξ.

Por cada t = (tα1 , . . . , tαm ), estos eventos son de la forma {Wn(t) ∈ Dn,a,b}
donde

Wn(t) =
(
pn(tα1 ), . . . , pn(tαm ), ṗn(tα1 ), . . . , ṗn(tαm )

)
,

y Dn,a,b ⊂ C2m ∼= R4m es un dominio compacto con frontera que es una unión

de Om(1) trozos lisos.

Aproximando Dn,a,b por una unión de cubos disjuntos con lados de longitud

n−K , ahora el problema es probar que por tal cubo C ,

P(Wn(t) ∈ C) = (1 + o(1))PN (0,1)(Wn(t) ∈ C) .
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IV: TLCs y estructura aritmética

P(Wn(t) ∈ C) = (1 + o(1))PN (0,1)(Wn(t) ∈ C) , |C | = n−K . (∗)

Abreviamos e(x) := e ix .

Con pn(t) = 1√
n+1

∑n
k=0 ξke(kt), veamos que

Wn(t) =
(
pn(tα1 ), . . . , pn(tαm ), ṗn(tα1 ), . . . , ṗn(tαm )

)
=

1√
n + 1

n∑
k=0

ξkak(t)

con ak(t) = (e(ktα1 ), . . . , e(ktαm ), ike(ktα1 ), . . . , ike(ktαm )).

Entonces Wn(t) es un camino aleatorio con pasos ak(t) ∈ C2m.

Cuando ξ ∼ N(0, 1), tenemos que Wn(t) ∼ N(0,Σ) con cierta Σ = Σn(t).

Entonces lo que queremos es un TLC multidimensional, y tiene que ser

cuántitativo: un TLC clásico solo nos da (∗) por cubos C con lados de longitud

de orden 1.
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IV: TLCs y estructura aritmética

P(Wn(t) ∈ C) = (1 + o(1))PN (0,1)(Wn(t) ∈ C) , |C | = n−K . (∗)

De hecho, no es dif́ıcil ver que (∗) es falso para t arbitrario y K grande.

Ilustramos esto con el problema más básico de un TLC cuántitativo para

pn(t) =
1√
n + 1

n∑
k=0

ξke(kt).

Si t = 0, entonces pn(t) = 1√
n+1

∑n
k=0 ξk , y en este caso solo tenemos

P(pn(t) ∈ [a, b]) = (1 + o(1))P(G ∈ [a, b])

para G ∼ N (0, 1) si b − a� 1/
√
n (Berry–Esseen).

Pero pn(t) es casi Gaussiana a escalas mucho mas pequeñas si t/π no está muy

cerca a un número racional con denominador pequeño.
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IV: TLCs y estructura aritmética

Teorema (C.–Nguyen ’20)

Sea t1, . . . , tm ∈ [0 + 1
n
, π − 1

n
]. Supongamos que

|tk − t`| ≥ 1/n ∀k 6= ` (1)

y que para alguna κ > 0,

d(
qtk
π
,Z) > nκ−1 ∀ 1 ≤ q ≤ nκ , 1 ≤ k ≤ m. (2)

Entonces para cualquier K > 0 fija y cualquier cubo C ⊂ R4m de volumen

|C | ≥ n−K ,

|P(Wn(t) ∈ C)− PN (0,1)(Wn(t) ∈ C)| . n−1/2|C |.

Cotas similares para caminos aleatorios Wn =
∑n

k=1 ξkak con pasos escalares

ak ∈ C fueron importantes en el estudio de la invertibilidad de matrices

aleatorias, para el que Tao y Vu introdujeron herramientas de combinatoria

aditiva.
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¡Gracias por su atención!
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