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Polinomios de Kac

e Por cada n € N sea
P.(z) =) &z, zeC
k=0

con (&k)k>o0 una sucesién de copias independientes de una variable £ con
E¢ = 0, E|¢]? = 1. € puede tomar valores reales o complejos — aqui
enfocaremos en el caso real.

.z . . 2
e Suponemos también que & es sub-Gaussiana: es decir, Eec/¢!

< 00 por
alguna ¢ > 0.

e Los casos mas estudadios son £ Gaussiano real o Rademacher (£1).



Preguntas motivadoras

Algunas preguntas:

1. ;Cudl es el orden de magnitud y distribucidn asintética (a escala
apropiada) del maximo / minimo global de |P,(z)| sobre z € S'?

2. ;Cémo se distribuyen los otros valores criticos de |P,(z)| a la escala del
maximo / minimo global, y qué tal los puntos criticos? ;Son separados e
independientes o vienen en grupos?

3. iCual es el orden de magnitud y distribucién asintética de la distancia
desde S a la raiz de P, mas cercana? ;Y los otros ceros muy cercanos al
circulo estan cercas o lejos?

Se puede considerar valores extremos de otras funciones analiticas aleatorias en
entornos de otras curvas lisas ' C C in vez del circulo unitario.



Historia de polinomios de Kac: raices reales

e Desde el principio la mayoria de obras se han enfocado en el
comportamiento de P, en otra curva, la linea real, y en particular en
determinar el ndmero de raices reales NV,(R).

e Bloch y Pélya 1932: ¢ € {—1,0,+1}, modelo para series de Dirichlet de
sucesidnes pseudoaleatorias (simbolos Legendre, funciones Liouville /
Méobius, ...).

e Littlewood y Offord 1940s: & Rademacher.

e Kac 40s: Caso Gaussiano, NV,(R) ~ 2 log n. Férmula Kac—Rice.

e Distribuciones mas generales: Erdés—Offord '56, Ibragimov,
Ibragimov—Maslova '70s.

e Universalidad de funciones de correlacién: Tao—Vu '13. Permite por
ejemplo determinar para el caso Rademacher los momentos de N,(J) por
cualquier intervalo J C R.



Raices complejas de P,(z) = >"|_, &z

La mayoria de raizes de un
polinomio de Kac se van a quedar
muy cerca del circulo unitario.

Peres y Virag '05: En el caso
Gaussiano complejo, el proceso

puntual de raices en un disco de

radio 1 — ¢ por cualquier € > 0 fija (I"‘f“";;"

' artstica.
converge a un proceso puntual Y
determinantal. simulacidn)

En Shepp y Vanderbei '95, derivaron la intensidad asintética del proceso
puntual en el caso de que & ~ NVr(0,1). De eso dedujeron la proporcién de
raizes a distancia < x/n del circulo por cada x > 0.

También hicieron una conjetura sobre el proceso en R de los mdédulos de los
raices de distancia O(1/n?) del circulo, que apenas fue resuelta en el afio

pasado.



Raices complejas de P,(z) = >"|_, &z

Teorema (Michelen—Sahasrabudhe '20)
Supongamos que &£ ~ Nr(0,1), y sea {¢j}/-; las raices de P,. Entonces el

proceso puntual Zj 5"2(‘@.‘,1) sobre R converge a un proceso Poisson de
intensidad 1/12.

Un corolario es que D, = min;{n?||¢;| — 1|} = Exp(1/6). Utilizando métodos
de comparacién desarrollados en C.—Nguyen '20, extendimos esto al caso
sub-Gaussiano general:

Teorema (C.—Nguyen—Yakir—Zeitouni '21)

Con ¢ sub-Gaussiana, tenemos que D, = Exp(1/6).

Nuestros argumentos también pueden generalizar el resultado de MS20 sobre el
proceso puntual.

Por qué escala 1/n?, y por qué Poisson?



El médulo minimo

e Restringido al circulo, es natural parametrizar por el angulo:

° t € [0,27]

1 i —
pnlt) = =g Prle) \/ﬁzgke

donde dividimos por v/n + 1 para que por cada t fija, pn(t) es tipicamente
de orden 1.

e Denotamos por M, := min;c[o 2x] |Pa(t)| el médulo minimo.
Resultados:
* Littlewood conj: M, = o(1) con probabilidad 1 — o(1).
* Kashin '87: P(M, > (log n)~1/3) = o(1).
* Konyagin '94: P(M, > n=1*¢) = o(1) por cada ¢ > 0 fija.
* Konyagin-Schlag '99: P(M, < ¢/n) < e+ o(1).

e Los ultimos dos resultados sugieren que tal vez nM,, converge in
distribucién a una variable con densidad acotada.



El médulo minimo

Denotamos por Pxr(o,1) una medida de probabilidad bajo la cual los coeficientes
&k son variables iid Gaussianas reales.

Teorema (Yakir-Zeitouni '20)
Por cada x > 0 fija, Par(0,1)(Mn > x/n) — exp(—+/5x).

Teorema (C.—Nguyen ’20)

Si & es sub-Gaussiana y estandardizada, entonces por cada x > 0 fija,

IP)(M" > x/n) = ]IDJ\/(O,I)(MH > x/n) —0

Juntos, estos resultados dicen que nM,, = Exp(\/é) por cualquier £

sub-Gaussiana.



extremo: el médulo maximo para polinomios caracteristicos

e Sea U, una matriz n x n aleatoria tomada de la medida Haar en el grupo
unitario, y denotemos su polinomio caracteristico

xn(t) = det(e®™1, — U,), te[0,1].

e Motivacién de la teoria de nlimeros: muchismima evidencia numérica
indica que por n grande, x, es muy similar, en varios sentidos, a la funcién
zeta en un intervalo desplazado aleatoriamente en el eje critico, o sea:

1 .
Unlt) = C +iU+),  te[o]
donde U es una variable uniforme en [e",2e"], con n — oo.

e La similitud entre sus procesos puntuales de ceros (a escala 1/n) es bien
conocida (Montgomery—Dyson '60s). Pero mds recientamente ha sido
apreciado que las similitudes extiended a los extremos.

e Resulta que (log |xn(t)|)tefo,11 ¥ (log [¥a(t)])eefo,1) SOn campos con

correlaciones logaritmicas (aproximadamente, cuando n sea grande).



Al otro extremo: el médulo maximo para polinomios caracteristicos

Comparaciones entre argumentos para el méximo/minimo de polinomios

aleatorios:

Maximo de |xn(t)] Minimo de |p,(t)]

Todo depende de PGDs y Todo depende de TLCs locales y
concentracién de medida anti-concentracién de medida
Método de primer y segundo Comparacién de todos los momentos

momento (modificado a la Bramson)

La medida Haar tiene muchas En el caso Gaussiano hay simetrias
simetrias Utiles. utiles.

Reemplazando U, con una matriz de  Con ¢ Rademacher en vez de
permutacién uniforme, la distribucion Gaussianay la distribucidn de pn(t)

de x»(t) depende de propiedades depende de propiedades aritméticas de
aritméticas de t (C.—Zeitouni '18). t.



Ideas de las pruebas (médulo minimo)

1. Usar discretacién y linearizacién local para obtener un proceso puntual
sobre R de aproximaciones para los valores criticos de |p,(t)|, que solo
depende en p,(t) y pn(t) con t en un conjunto finito {tq}.

2. Probar que el proceso converge a un proceso de Poisson en el caso
Gaussiano (Yakir y Zeitouni).

3. Expresar los momentos del nimero de valores criticos en un rango [a, b] en
términos de eventos de que el vector aleatorio

(Pn(tal)y t '7p"(tf1m)7p"(t&1)7 t '7p"(t(1m) )7

caiga en cierto dominio compacto.

4. Probar un TLC cuantitativo para tal vector.
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Ideas de las pruebas (médulo minimo) I: Linearizacién local

Recordemos que p,(t) = ﬁP,,(e"‘) y My = mingepo,oq] |Pa(t)]-

Para demostrar que M, ~ Exp(y/7/3), la idea es demostrar que el proceso
puntual de valores criticos de |pn(t)| a escala 1/n converge a un proceso
Poisson en R.

OCiM)
—

,ﬁ!*‘/ P,

o (19

El primer paso es pasar al minimo sobre una red de N puntos. Sea N = |n* ¢
y dividimos [0, 27] en N intervalos I, con puntos medios t,.

, aplicaron la

Konyagin—Schlag: después de demostrar que M, &~ ming |pn(ta)

cota de union.
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Ideas de las pruebas (médulo minimo) I: Linearizacién local
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Il: Cémo demostrar que el proceso puntual es Poisson (caso Gaussiano)

Yakir y Zeitouni usan un argumento de Biskup y Louidor en su trabajo sobre el
proceso de extremos locales del campo libre Gaussiano discreto (DGFF)

Un ingrediente clave es el siguiente resultado de Liggett:

Teorema (Liggett)

Dado = ZJ. dq; un processo puntual en RY, suponga que G; ~ N(0, Iy) son
vectores Gausianos iid e independentes de u. Si v = Zj 0g;+6; < I, entonces

1 es un proceso puntual Poisson con intensidad constante.

Donde encontramos patadas Gaussianas?
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Il: Cémo demostrar que el proceso puntual es Poisson (caso Gaussiano)

Yakir y Zeitouni usan un argumento de Biskup y Louidor en su trabajo sobre el
proceso de extremos locales del campo libre Gaussiano discreto (DGFF)

Un ingrediente clave es el siguiente resultado de Liggett:

Teorema (Liggett)

Dado = ZJ. dq; un processo puntual en RY, suponga que G; ~ N(0, Iy) son

vectores Gausianos iid e independentes de u. Si v = Ej 0g;+6; < I, entonces
1 es un proceso puntual Poisson con intensidad constante.

Donde encontramos patadas Gaussianas? En el caso Gaussiano, si p, es una
copia independiente de p,, entonces p, = B, := /1 — Lpn+ Lp.

Ahora podemos formar el processo puntual [i de extremos locales aproximados
para p, exactamente como hicimos para p,.

Pero también podemos considerar los puntos de [i como perturbaciones de los
de u, bajo “patadas” Gaussianas dados por el campo %p,’, Es mas, se puede

demostrar que con alta probabilidad, los minimos locales ocurren a tiempos
suficientamente separados que las patadas son casi independientes.
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I1l: Caso general: comparacién de momentos

Sean [a, b] C R un intervalo fijo y m € N. Desarrollamos el momento

N

E[u([a, b])m] = Z P(Qa, € [a,b],. .., Qa, € [a, b]).

ag,..,am=1
Ahora queremos demostrar que las probabilidades en la suma no dependen,
asintéticamente, en la distribucién de €.

Por cada t = (tay,-- -, ta,), estos eventos son de la forma {W,(t) € Dy s}
donde

WH(I) = (pﬂ(tw1)7 oo :Pn(tum)7 pn(ta1)7 L) pn(tam) )7

Y Dpap C C*" =2 R*™ es un dominio compacto con frontera que es una unién
de Om(1) trozos lisos.

Aproximando D, , , por una unién de cubos disjuntos con lados de longitud
n~*, ahora el problema es probar que por tal cubo C,

P(W,(t) € C) = (1 + o(1))Pao,1)(Wa(t) € C).
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IV: TLCs y estructura aritmética

P(Wa(t) € C) = (1 + o(1))Prro,1y(Wa(t) € C), ICl=n"". (%)

ix

Abreviamos e(x) := e™.

Con pn(t) = ﬁ > io &ke(kt), veamos que

Wa(t) = (Pa(tar);- - Poltan), Pa(tay); - - Bo(ta,))

1 n
= \/ﬁ kz:; Era(t)

con ax(t) = (e(ktay), ..., e(kta,,), ike(kta,), ..., ike(kta,,)).
Entonces W,(t) es un camino aleatorio con pasos a(t) € C*™.
Cuando & ~ N(0,1), tenemos que W,(t) ~ N(0,X) con cierta ¥ = ¥,(t).

Entonces lo que queremos es un TLC multidimensional, y tiene que ser
cuantitativo: un TLC cldsico solo nos da (x) por cubos C con lados de longitud

de orden 1.
15



IV: TLCs y estructura aritmética

P(Wy(t) € C) = (1+0(1))Prony(Wa(t) €C),  [Cl=n"". (%)

De hecho, no es dificil ver que (x) es falso para t arbitrario y K grande.

Ilustramos esto con el problema mds basico de un TLC cuantitativo para

1 n
n t - kt .
(6)= g D el
Si t = 0, entonces p,(t) = ﬁ > i &k, y en este caso solo tenemos
P(pn(t) € [a, b]) = (1 + o(1))P(G € [a, b])

para G ~ N(0,1) si b— a>> 1/\/n (Berry—Esseen).

Pero pn(t) es casi Gaussiana a escalas mucho mas pequefias si t/m no estd muy
cerca a un ndmero racional con denominador pequefio.
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IV: TLCs y estructura aritmética

Teorema (C.—Nguyen ’20)
Sea ti,...,tm € [0+ %,ﬂ — %] Supongamos que

b —tll >1/n  Vk#¢ (1)

y que para alguna x > 0,

t — K
d(EX.z)> "1 Vi<q<n®, 1<k<m. ()
™
Entonces para cualquier K > 0 fija y cualquier cubo C C R*™ de volumen
|C| > n K,

[P(Wa(2) € C) — Prony(Wa(t) € O)| S n?|C].

Cotas similares para caminos aleatorios W, = >/ _, {xax con pasos escalares
ax € C fueron importantes en el estudio de la invertibilidad de matrices
aleatorias, para el que Tao y Vu introdujeron herramientas de combinatoria
aditiva.
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jGracias por su atencion!
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